ZESTAW WYBRANYCH WZOROW MATEMATYCZNYCH

1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

le:{x da x=0
x dla x<0

Liczba |x| jestto odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

x| =0 |x| = 0 wtedyitylkowtedy,gdy x =0 |—x|=|x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

|x —a| <r wtedyitylkowtedy,gdy a—-r<x<a+r

|x —a| =r wtedyitylkowtedy,gdy x<a—-r lub x=>a+r

2. POTEGI | PIERWIASTKI

Niech n bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a definiujemy jej n-tg
potege:

a=a-a-..-a
N ——
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym Ya stopnia n z liczby a >0 nazywamy liczbe b >0 taka, ze
b™ = a.
W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest réwnosc:

Jaz = |a|

Jezeli a < 0 orazliczba n jest nieparzysta, to 3/a oznaczaliczbe b < 0 takg, ze b" = a.

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:
. -n _— 1 0 —
— dlaa+#0: a = oraz a =1

-~ dlaa=0 an="am

- dla a>0: a
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Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a > 0 i b > 0, to:

,
a’ - as =q’ts (@) =a"s a_ =q s
aS
a\™ a”’
a-b)'=a"-b" (—) =—
(a-b) 5 b

Jezeli wyktadniki 7, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla wszystkich liczb
a#0ib=0.

Niech x, y bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0,1), to nierowno$¢ a* < a” jest rownowazna nierébwnosci x > y.
Jezeli a € (1, +), to nierownosé¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech a >0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy wyktadnik ¢
potegi, do ktorej nalezy podnie$¢ a, aby otrzymaé b:

log, b =c wtedy i tylko wtedy, gdy a¢=b

Roéwnowaznie:

aloga b _ b

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0,y > 0 oraz r prawdziwe sg réwnosci:

log,(x-y) =log,x +log, y log, x" =1 -log, x

X
log, (;) = log, x —log, y

4. \WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a + b)? = a? + 2ab + b? (a — b)? = a® — 2ab + b?

a? —b?>=(a—b)(a+b)

5. FUNKCJA KWADRATOWA

Wyréznikiem A tréjmianu kwadratowego ax? + bx + ¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej rzeczywistej x
nazywamy liczbe

A = b? — 4ac

Postaé ogdlna funkciji kwadratowej: f(x) = ax?+bx+c, a#0, b,c €R, x ER.
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Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

W = (p,q) gdzie pz—ﬁ, qz—a

Gdy a < 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku dotowi. Gdy a > 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku
gorze.

Liczba miejsc zerowych funkciji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkow trojmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzah rownania kwadratowego
ax? + bx + ¢ = 0) zalezy od wyrdéznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania rzeczywiste):

_—b—+4
 2a

_—b++A

1 2a

X2

2. jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian kwadratowy ma
jeden pierwiastek, rownanie kwadratowe ma doktadnie jedno rozwigzanie rzeczywiste):

b

n=x =g

3. jezeli A <0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie ma
pierwiastkow rzeczywistych, rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych).

Postaé¢ kanoniczna funkcji kwadratowej:

fe) =alx—p)*+q

Jezeli A > 0, to funkcje kwadratowg mozna przestawi¢ w postaci iloczynowej

f(x) =alx —x)(x — x3)
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6. CIAGI

e Wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n > 1, o pierwszym wyrazie a,

i réznicy r:

a,=a;+mn—Dr

¢ Wzory na sume S,, poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego:

Sp =

a, +a,

2, + (n—Dr
= ‘n

2 " n

2

e Wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,), okreslonego dla n > 1, o pierwszym wyrazie a,

i ilorazie q:

a, =a;-q" ! dla n>2

e Wzory na sume S,, poczatkowych n wyrazoéw ciggu geometryczneqo:

Sn=a1

n

. -

da g#1

S, =n-a; dla g=1

e Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, ztozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej oprocentowanie wynosi
p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie kazdego roku trwania lokaty, to kapitat
koncowy K,, jest okreslony wzorem:

p
Kn=Ko-(1+m

)

n

7. TRYGONOMETRIA

e Definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

. a
SiIhna = —
C

b
cosa = —
C

a

tea = —
8¢ =y

B
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e Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

Y a

. y
sina ==
T
X
cosa = —
r

tga=X, oile x#0 i

X |

gdzie i

r=|0M|=+x2+y2>0 X 0 xr

e Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi teqgo samego kata

sina + cos?a =1

sina 1
tga = da a+-m+kn, keZ
cosa 2

e Wartosci funkciji trygonometrycznych dla wybranych katéw

0° 30° 45° 60° 90°
a 0 1 1 1 1
6 4" e n-
1
sin 0 — E ﬁ 1
2 2 2
1
cosa 1 E E — 0
2 2 2
tga 0 ﬁ 1 V3 nie istnieje
3

8. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia w trojkgcie ABC:

a,b,c — diugosci bokow w tréjkacie ABC
a, B,y — miary katow wewnetrznych trojkata lezgcych — odpowiednio
— przy wierzchotkach A, B oraz C
R, r — dtugosci promieni okregow opisanego i wpisanego w
trojkat ABC A c

hg, hy, h, —wysokosci tréjkgta opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkow A, B i C.
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e Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Jezeli w trojkgcie ABC kat y jest katem prostym, to

a’? + b? =c? A c B

Jezeli w tréjkgcie ABC diugosci bokéw spetniajg rownosé a? + b? = c?, tokat y jest kagtem prostym.

e Twierdzenie cosinusow

a? = b?+c?—2bc-cosa
b? = a? + ¢? — 2ac - cos B

c?=a?+b?—2ab - cosy

e Wzory na pole tréjkata ABC:

1 1 1
PAABCZEa'haZEb'thEC'hC

Paspc = 5ab - siny =5 bc-sina =—ca-sinf

e Zwiazki miarowe w trojkacie rownobocznym

a — dtugos¢ boku trojkgta rownobocznego
h — wysokos¢ tréjkata rownobocznego

av3 a?\/3
h - PA =
2 4
1 A a B
=—h R=-=h
=3
e Cechy przystawania trojkgtow
C M
A B K L

a) cecha przystawania ,bok—bok—bok” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugosci bokow trojkata ABC sg réwne odpowiednim diugosciom bokéw tréjkata KLM, np.:
|AB| = |KL|, |BC| = |KM|, |CA| = |[ML|.

b) cecha przystawania ,bok—kat-bok” dla trojkatow ABC i KLM:

dtugosci dwoch bokéw tréjkata ABC sg rowne odpowiednim dtugosciom dwoch bokéw trojkata KLM
i kgty miedzy tymi parami bokow sg przystajgce, np.: |AB| = |KL|, |BC| = |KM| i |4ABC| = |4LKM)|.
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c) cecha przystawania ,kat—-bok—kat” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugosc jednego boku tréjkata ABC jest réwna dtugosci jednego boku tréjkata KLM i katy przylegte
do tego boku tréjkgta ABC sa przystajgce do odpowiednich katéw przylegtych do odpowiedniego
boku trojkata KLM, np.: |4BAC| = |AKLM| i |4ABC| = |4LKM| i |AB| = |KL|.

Cechy podobienstwa trojkatow
C

M

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok—bok-bok” dla trojkatow ABC i KLM:

dtugosci bokow trojkgta ABC sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci bokéw tréjkata KLM,
. |AB| _ |BC| _ |CA|
" |KL| ~ |LM| — [MK|

np

b) cecha podobienstwa ,bok—kat—bok” dla trojkatow ABC i KLM:

dtugosci dwoch bokow trojkgta ABC  sg proporcjonalne do odpowiednich diugosci dwoch bokow
trojkata KLM ikaty miedzy tymi parami bokow sg przystajgce, np.:

|AB| _ |AC] _

KL~ [RM] i |#BAC| = |4LKM|.
c) cecha podobienstwa ,kat-kat—kat” dla tréjkgtow ABC i KLM:

katy tréjkata ABC sg przystajgce do odpowiednich katow trojkgta KLM, np.:

|ABAC| = |4LKM| i |4ABC| = |AKLM| i |4ACB| = |4KML|.

Twierdzenie Talesa

Rézne proste AB i CD przecinajg sie w punkcie P, przy czym spetniony jest jeden z warunkéw:

—punkt A lezy wewnagtrz odcinka PB oraz punkt C lezy wewnagtrz odcinka PD
LUB
—punkt A lezy na zewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy na zewnatrz odcinka PD.

ol - : |AB| _ |cD|
Jezeli proste AC i BD saréwnolegte, to P4] ~ |PC| "
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Koto

Pole P kota o promieniu r jest réwne:

P =nr?
Obwdd L kofa o promieniu 7 jest rowny:

L =2nr
Katy w okrequ
Miara kata wpisanego w okrag o srodku O jest rowna potowie miary kata b
$rodkowego, opartego na tym samym tuku. ‘
W szczegolnosci kat wpisany oparty na potokregu jest kagtem prostym. v

Q

Miary katow wpisanych w okrag o srodku 0, opartych na tym samym tuku,
sg rowne.

v"/@\

Twierdzenie o kacie miedzy stycznag i cieciwg

Dany jest okrgg o srodku w punkcie O i cieciwa AB tego okregu. Prosta AC jest styczna do tego
okregu w punkcie A, natomiast punkt P lezy na tym okregu i nie nalezy do kgta CAB. Wtedy

|#APB| = |4#CAB| i |4AOB|=2-|4CAB]|

przy czym wybieramy ten z kgtéw srodkowych AOB, ktory jest oparty na tuku znajdujgcym sie wewnatrz
kata CAB.

PR G

A C A C
Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P, to

A
P
|PA| = |PB|
B
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e Czworokaty

Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw rownolegtych. b
Wzér na pole P trapezu:

P_a+b L
2

Réwnolegtobok — czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw réwnolegtych.
Wzory na pole P réwnolegtoboku:

h P=a-b- -sina

N| = Q

P
pP=

-|AC| - |BD]| - siny

Romb — czworokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dtugosci.
W?zory na pole P rombu:

P =ah P =a” sina

1
P =+ |AC| -|BD|

e Pola figur podobnych

Jezeli figura B o polu Pz jest podobna do figury A o polu P4 (réznym od zera) w skali k, to stosunek
pol tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Pg

k 2
Py
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9. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

Diugos¢ odcinka

Dilugos$¢ odcinka AB o koncach w punktach A = (x,,V,4)

oraz B = (xg,yp) jestrowna:

|AB| = \/(XB —x2)* + (yp —ya)?

Wspodirzedne Srodka odcinka

Wspoirzedne $rodka S = (xs,¥s) odcinka AB o koncach 0

w punktach A = (x4,v4) oraz B = (xg,yg) s rowne:

_ XgtXp _YatYs
Xs = > Ys = )

Réwnanie kierunkowe prostej

Y4 B(xg,yp)
S(xs,Ys)
A(xp,Y4) -
X
Ya

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi 0Oy, to mozna opisa¢ jg

réwnaniem kierunkowym:

y=ax+b

Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;.

N

a=tga

Prosta o rownaniu y = ax + b przecina o$ Oy w punkcie

(0, b).

wY

N\

Réwnanie kierunkowe prostej o danym wspétczynniku kierunkowym a, ktdra przechodzi przez punkt

P = (x0,¥0):

y=a(x—xp)+ ¥

Réwnanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4, y,4) oraz B = (x5, Vg):

Y —Ya=alx—x,)
gdzie
q=28"Ya

Xp — X4

gdy xp # x4

Proste rownolegte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y = a;x + b; oraz y = a,x + b, sa réwnolegte wtedy i tylko

wtedy, gdy:

a = a,
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Proste prostopadte

Dwie proste o rownaniach kierunkowych y = a;x + b; oraz y = a,x + b, sg prostopadte wtedy i tylko
wtedy, gdy:

al-a2=—1

Rdéwnanie okrequ

Roéwnanie okregu o srodku S = (a, b) i promieniu r > 0 w postaci kanonicznej:

(x—a)*+ (y—b)* =r?

10. STEREOMETRIA

Przyjmujemy oznaczenia:

P. — pole powierzchni catkowitej Py, — pole powierzchni bocznej
b, — pole podstawy V — objetos¢
Prostopadtoscian H G
E[ ] F
P. =2(ab + bc + ca)
c
V =abc |
_ Di | C
gdzie a, b, ¢ sgdlugosciami krawedzi prostopadtoscianu b
A a B
Graniastostup prosty
] I
E H
F i ! G
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, natomiast E, _______ 2 e
h — wysokoscig graniastostupa. C
A B
Ostrostup
1
V = § . Pp . h

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa.
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11. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnosci prawdopodobienstwa

0<PA)<1 dla kazdego zdarzenia A c Q

P(@)=0

P(Q) =1

P(A) < P(B) dla kazdych zdarzen A oraz B takich,ze Ac B c Q
P(A") =1-P(4) gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c Q
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) dla dowolnych zdarzen A, B c Q
P(AUuB) < P(A)+ P(B) dla dowolnych zdarzen A, B c Q

Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech () bedzie skohczonym zbiorem wszystkich zdarzeh elementarnych do$wiadczenia losowego.
Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sg jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego A jest rowne

p(ay =141
2]

gdzie |A| oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu losowemu A, natomiast ||
— liczbe elementéw zbioru ().

12. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna a zliczb a4, a,, ..., a,, jest réwna:

a; +a,+ ..+a,

a=
n

Mediana
Mediang uporzgdkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych a4, a,, ..., a, jest:
—dla n nieparzystych: an+: (Srodkowy wyraz ciggu)

2

—dla n parzystych: % . (ag + an +1) (Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych wyrazow ciggu)
2 2
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